1. Obliczyé nastepujace calki nieoznaczone:

: 1 1
/(mz——x+1)(x2+z+1)d:ﬂ (odp. g$5+§x3+x+0)

/Va+b:;d:1: (odp. %\/(a+bx)3+0)

2
3) / ——coj——x_——d:z: (odp. sinz —cosz + C)
cosz — sinz

4) /cth zdzx (odp.—ctgz —z +C)
5) / eIt 2%z (odp. %v"(l T 223+ C)

1 1
1 6) _/Sinza:d:z: (odp. 3~ Zsin2:z:+0)

1
7) /sin(a +bz)dz  {odp. ~— 5 cos(a + iz) -i- C)
8) /tg:z:da: (ogp. —Infcocz|{+C)

9) /cus %d; (odp. V2sin :;—2_ +2)

£ dx 1
_ lodp. -mf2z-1+C

” , 1 .
11) / 1dm odp. -2-111[:1:2- 1'+C;

.'172 .
12) 7—1_j__—a:_d:z: (odp. arcsinz — V1 — 22 + C)
13 dp. 3+z2+C
) = \/3_+T (odp. V3+7+0C)
1
14 dp. —=arcsinz +C
) / r————g = (odp 7 )
1
15) /m-tg(m + 1)dz (odp. — §ln]cos(:z:2+1)|+0)
1 1 .
* 16) /a: - sin 3zdz (odp. 5(—9: cos 3z + gsm3x) +C)
1
U 17) /—da: (odp. — x; +C)
In|z| 1
= il ol BRI,
18) =3 ° dz (odp. 5.7 122 +C)

1
19) / Z.coszdz (odp. -9—3‘”(sin:r +cosz) + C)

20} ["‘ ceFds . (odp. —3:75 4+ C)

21) / ln_(a_m?x‘ dz (odp. oxtgx (‘m‘,a«—&%x%%%&)

Tyvpeset by AAASTEX



1. Obliczy¢ nastepujace caikl nieoznaczone.

—_—d dp. =Inj|l c
y [EEe (i gmioe+e+0)

z3 3 z?
2) / dr  (odp. —-—2—- +z—~Injz +1]+C)

z+1 _2-’:_

5z + 11
—_—d . —-2|+2 C
3) /a:2+3a:—-10 T (odp. 3lnjz —2|+2In|z +5[+ )

2z + 6 1
2T ) | -4 1
4) /2$2+3x+1dz (odp 5lnlar+2| Injz + 1|+ C)

5) = 4o (od +21nl'2—4a:+31+-5-1nf;§+0’)
:1:2—4a:+3ac oep. ¥ * 27 |z -1

w2 4 4
6) / X (odp. =z — 5arctg(z +2) + C)

z2+4z+5
7) / dz (odp. axctg(x — 3) +C)
2 _6z+10 T g
dz 1 z -1
8 ———— .=
) /(x—1)2+4 (odp 2arctg 3 + C)
dz 1 z—1
9 —_— dp. —= arct C
) /x2_2x+3 (Op \/é'arcg \/5 + )
- — Zarctg~
10) /m2+9dm (odp 2].11':8 + 9] 3arcg3+C')

[ 4 1 . 2 3 3
11) ,/l cos” zdz (odp. S coszsinz (cos T+ 5 + 3% +C

1
12) / sin® z cos® zdz (odp. i— sintz - r sin®z +C )

cos a:
sm a:

/ cos® rdz ( 1 +sin’z )
—_—+C
sin® sinz

13)

——sm a:+C)

14

S

15) sm zdz = cos z —cosz + C>

16) cosa: — sm T+ C)
sm z
cosz
17 odp. 3Vsinz +C
| v ( Yainz +0)
2 1
18) / sin* z cos® zdz (odp. —]‘;— sin® z — 7 sin’ z + 9 sin® z + C)
(8z + 3)dx
19 dp. 2V4r2+3z+1+C
) Vdz? +3z+1 (o P ) ,
g (10z — 15)dz ( 5 )
20 odp. —V/36z2-108z+T77+C
) | Ve ia T p. gV
(z + 3)dx 5 U
21) \/7———-{-__2; (Odp. T +2.’B+2111|.’E+1+ x +2IE|+C)
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1. Obliczyé nastepujace caiki meoznaczone:

dz 1 -1
—— dp. — C
1 /:zt4—1:2 (odp +21n:t+1+ )
(6x + 1)dz \/-———————
2 dp. 24/3224+x+14C
) T (odp 2+ )
(z — 5)dz . 1
3 odp. —/—z2+4z+5—3arcsinz(z—2)+C
) —z2 44z 4+5 (odp 3( ) )

d .1
4) _(i2++l;:+8 (odp. ——2Z2+2z +8+2arcsm§(:v—1)+0)
(3z + 2)dz \/—-2——————— 19 5 \/—2—_—_—————
5) / 12_5x+19(odp.3 z —5z+19+21n!x 2+ z2 -5z + 19|+ C)
dz 22—z
6 dp. — arcsin —=— + C
) /:m/z2+m+1(op V5z )
dz z+1
7 d ————+C’
g /x\/x2—2x—1(op M%mﬂ )
8) arctanzdm( -1 arcta +lln|1+x|—lln|1+x2|+larctana:+0)
Ara)2 Mgz 08T 4 2
dz 2z +1 4 2z +1
S B— dp.—r T - 4 — arct +C
9) /(T2+T+1)2 (0p3(1' oD BT )
dz z+2 3 z +2 3 z+2
1 — arct
0) (x2+4x+8)3 (16(z2+4z+8)+128z2+4x+8+256””“ ) )
11) / (odp. 2arctanV1+z + C)
vz "‘*v( [z +1)°
12) /\/ +1+\7 1(2\/5+1—3\/3:z:+1+6\/6:1:+ — 61+ Vz+1|+C)
T T+
l-z 11—z
13) _/‘/1+:z: 1= (odp. —2arctan‘/1+m+0)
1
4 —_— . in -
14) /m (odp arcsm4(a:+3)+C)
dz 1 ) :
15) /\/4——13_ (odp. —-1n|3+4\/4:z:2+3a:-— —8z|+ C)
2+ 3z —1
16) ﬂm— “(odp. ln]:z:+ + 22+ 3 +2 2|+ C)
T
dx
— 2 N+
17) N pr (odp. In|vVz +x+1+z+21+ )
Y 1
18) —\;—zi-_—i——t—l-dx (odp. z+1+4VzF1+4l|Vz+1-1/+0).
x —
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. Zbadaé ciagloéé funkcji w punkcie zg = 0:

14+z-1

f(z) = - dla z#0
0 dla z=0.
. Zbadaé ciagloéé funkeji w punkcie zg = 0:
Snz dla z<0
x
f(z) = 0 dla z=0
271 gl z>o0.
T

. Na podstawie definicji obliczy¢ pochodna funkc;i:

o) f(z) = vz, b)f(z)=sin2z, c)f(z)=2"+4z-5.

. Obliczyé pochodng funkcji:

1) y=5242z-5 18)
2 _
g y=22-2 19)
/
223 — 52 4- 7
3) v= -z 21)
— (1 _ 220
_ 3 x +
6) y=(32%+22% — 5z +9)(® - 42) 20)
, 24
7) y=sin(3z+7) 53T
8) y=In*(z® - 62) 25)
9) y=4/lnvz 26)
— a2
10) y = cos fia: 27)
arcsinz
11 =
) v V1-—z2 28)
12) y=e¢% .Inz 29)
13) y=sinzx - e%*" 30)
14) y = (arccosz)? 51)
15) y=</1+2tga
16) y=In(l+cosx) 32)
17) y=(1+ Jz)(1+/(3z)%) 93)

y = 2%=
y==zarssinz + /1 — 2
y=Insinz
y=Intg \/1+':'1:_2
14z
=
Y l1—-z
y = sin®(arcsin )
- 1
MY s g
.2 2
y=e " - —
y = (Vz +2z)(1 + Vz2)
_ _sing
Y= 14 cos?z
yzetgs‘ﬁ
y=10g3$7
y = log, tgz
3 VT
y = (5z2+—5—2)
\ x " d
y = (cos 5:1:)1“2”
y = (tg3 x4)sina:7.
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. Obliczy¢ granice ciagow:

5n% — 3nt +2 _

: A
a)n,h—{%o 5 — 10716 ) 'E
. 95-3"+1
b)nhl%o EIFvEE 7
1+34+..+(2n -1
¢) lim Lkl (2n = 1)

n—oo 2444+ ..492n
n n
4) lim 3" -2

n—oo 47 — 30

e)nli'ngo(\/n + 5n — n)

£) lim (V02 +4n + 1 — v/n% + 2n)
n—oo

g) lim /3% 44 +5m
n—oo

. Obliczy¢ granice funkcji:

827
a)limx

z—3 1 — 3
22492+ 20

b) lim —

‘z——4 5z +20
72 + Gz 4+ 20
lim — " 1 =

c)x_rﬁ 5z + 20
V-6

d) I

)x—f’é‘em—%

1-—sinz

z—% cos?z

f) lim 1+sinz

z——~% Cos® T

g) Lm 27

T—4-00

h) lim 2%

I—+—00

i) lim loggz

400

j)zlim (\/:c2+x+1—— \/3:2—:5—1) (=1)
) lim (:r+8) (= e19)

z—0

tgdx
) i{% ln_(—j(: 4)

k) lim

n—oo  2n—1

. 2
sin“n + 5n
)

3
j) lim
n— n
2n+1
1
1
n—oo | +n+3>
6n
. n+1
l)nl_l_,II;o (n+2>
2n I
TRt
)nl_u'xge <2n+1>
1
b1 l1+xz
xz—0 x
m)HInZ‘Ogg,'E ~ D ry e 7,2/L
z—0

2z — sindzx

p) im

z—0 3z + sin 2z
Vidz—+vV1-=z
2z

s) lim <1+ = 2)2%1(@2)

r) limg,

T—00 r +
8z
4z +1
t) li
).zi»nolo <4$ + 2)
X

v lim (:c-!—l) (=e™)

(=)

s __<__>()

z—=~-1 1-—1x
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L. ZnalezC postac kKartezjanska nastepiygcycn 11CzD zespoionycn:

) ;;g: (odp. —1- 1)

b) ﬁ_}i_)ﬂ—z (odp. - 1)

0 (V3 +(11)(+ L1)+ iV/3) (odp. 1+ iv3)

a 4F ié?i(j “0°8 (odp.  — 4 4i)

o UF Ngl)(:; =iV3  dp. 14 V34 (1 VE)),

2. Znale?é liczby rzeczywiste z i y spelniajace réwnania:

a) (1+2i)z+(3-5i)y=1--3i (odp. (—14—1, %))
b) (2—d)z+ (1+2¢)y =10: (odp. (-2,4)).

3. Podane liczby zespolone zapisaé w postac: trygonometrycznej:
a) -1 (odp. cosm +isinw)

2 2
b) ~1+iV3 (odp 2(cos§7r+is.in§7r)

c) 141 (odp. V2 Sjcos Z— 4-4sin %)
d) % + _\/7_-?;1 (odp. cos % +isin %)
4. Obliczyé¢ (wynik podaé¢ w postaci kartezjaiskiej):
12
a) (—% + -‘?z) (odp. 1) e)(1+1:V3)" (odp. 2%
i (1+1iV3)®
(1+3)° L+iV3° (g 24(VE+1)
b) -~ (odp. 2) (1~14)
(1 - 2) \‘ T . T 25
b)(\/‘ _ ‘i)32 (odp. - 231(1 _ l\/g)) g) (cos 3 +81n g) (odp. — 1)
: 2; — 2)°
T w7 1 V3 w2 0 s(edp. — 5 - 62
d) (cos 3 isin %) <Odp, 5 - _E_L) h) G-1)? + 2 (odp 62i).

5. Na plaszczyZnie zespolonej narysowaé zbiory liczb z spelniajacych podane warunki:
d) 2<iz-5]<3
| 2 z 4 |

e

a) 3i(z+z)~(2—2)di=0
b) |z—i>3 e)

c) lzl=Re(z)+1 - T
) av J\/ )‘—: —i-
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10.

11.

12.

13.
14.

Obhczy¢ objetosé czworoscianu rozpietego na wektorach:

g=[1,1,1, &=[1,-1,0, &=[-1,3, -2

Obliczy¢ objetosé réwnoleglo$cianu rozpietego na wektorach:

i=1[0,0,1, 5=[-1,2,3, &=[2,5,-1].

. ZnaleZ¢ réwnanije plaszczyzny przechodzacej przez punkt P(—1,5,7) i réwnoleglej

do plaszczyzny « : 2z ~y + 5z — 1 = 0.

ZnaleZ¢ réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt P(2, 3, —6) i prostopadlej
do plaszczyzn:
my:z+y+z—-56=0

oz —y+2=0.

. Znalez¢ odlegloé¢ punktu P(—1, 2,A5) od plaszczyzny w : z 4+ 2y — 5z + 1 = 0.

Napisa¢ réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(4, 3,0) i réwnoleglej do wek-
tora @ =[—1,1,1].

Napisaé réwnanie prostej przechodzacej przez punkty P(—-1,1,0) i Q(0, 3, —2).

. Przez punkt P(2,-5,3) poprowadzié¢ prosta réwnolegls do prostej

z—1 y—-2 z-35

Napisaé réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(1,—5,3) i prostopadlej do
plaszczyzny w : 2 — 324+ 7= 0.

Napisa¢ réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(0,0, —2) i prostopadlej do
wektoréw @ = [0,1,—5] i b = [—2,3,0].

Znalez¢ odleglo$é punktu P(7,9,7) od proste;j

Znalez¢ punkt symetryczny do punktu P(0, 1,3) wzgledem: -
a) punktu S(1,0, —1);

b) prostej I : %21 =¥ =23
c) plaszczyzny n:x +y + 2z = 0.

Znale7¢ rzut punktu P(0, 1,0) na plaszczyzne 7 : z + 3y — 6 = 0.

Znalez¢ rzut prostej ! : z = —2y = 3z na plaszczyzne n :z +y +2z — 5 = 0.
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1. Ubliczyc 1loczyny skalarne podanych par wektorow:

2

o) @=[1,-25],

b) @=1[2,5,1],

. Znale#¢ kat miedzy wektorami @ i b, jezeli:
a) @=1[-3,0,4],
b) a=1[2,5,4],

b=[3,—1,0], 2
b=1[3,-2,4. 0

i;: [0, 11—2]7 N
b=1[6,0,-3]. (J L/ =/

3. Obliczyé dlugosé iloczynu wektorowego wektordw:

4

a=[1,2,0],

. Dane sa wektory @ = [2,-3,1],

a) @+,

b= [0, -5, 3].

b=[1,6,-1],

p 7
Cé, -5 ~5 ]
¢=[1,5, 3]. Znalezé:

b) [@+5)%Xd.

5. Obliczy¢ pole réwnolegloboku ABC D, majac dane trzy jego wierzchoiki:

6

7

8

270 9 A
Alz,9,—0),

. Obliczyé pole tréjkata o wierzcholkach:
A(-1,0,-1), B(0,2,-3), C(4,4,1).
. Sprawdzié, czy wektory:
a=[1,1,4, 5=[1,-2,0, ¢=][3,-3,4
sa wspélplaszezyznowe. ) A4
. Sprawdzié, czy punkty:
P(0,0,0), Q(-1,2,3), R(2,3,—4), S=1(2,-1,5)
bic

nale, do jednej plaszczyzny.

9. Obliczy¢ objetosé réwnolegloécianu rozpietego na wektorach:

g=10,0,1],

5: [—1,2’ 3]7

g=1[2,5,—1].
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. Rozwiazac ukiady rownan:

z+4y+52=7 321+ 320+ 6z3 —z4 =2
a) 22 —y—z=1 b) Tz, + 529 + ldzg — 324 =6
52 +y+2z=38 521+ Tzo + 10z3 — x4 = 2

r+y+2z4+3t=1
3r—y—z—2t=-4
2r+3y—z—t=—6
r+2y+3z—-t=-4

:1:1+:L'2—:z3+3:z:4=2
d) 3z —z9—3z3+6x4=06
521 + o — 5z3 + 1224 = 10

2. Sprawdzié czy podane uklady réwnan sa ukladami Cramera. Jedli tak, rozwiazaé je
metodg eliminacji Gaussa.

z+y+z=0
2r+3z—-t=1
Tz—y+z+t=4
2y —z—2t= -7

z+2y+3z2=95
a) 2r—y—2z=1 b)
r+3y+4z=6

3. Rozwiazaé, metoda macierzowa, uklady réwnan:

( z+y+z=1 z+y+2z=-1
a) 2r4+y—52=4 b) 2r —y+2z=—4
3z —y+2z= dr +y + 4z = -2

4. Okreslié liczbe rozwiazar podanego ukladu réwnai w zaleznosci od parametru p:

pr+y+2z=1
z+py+2z=1
z4+y+2pz=1

5. Rozwiazaé podany uklad réwnaii w zaleznosci od parametru p:

pz+y+2z=0
5z +y—2z=2
-2z —-2y+2=-3
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